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柯西中值定理的多种推广形式
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摘要：本文给出应用罗尔定理的一种构造法：设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且 )()( agaf  ，

)()( bgbf  ，则存在 ， ba   ，使得 ( ) ( )f g   。 由此根据所证 ( )f   的表达式，构造原函数 ( )g x 。 经

过曲线 )(xfy  上的二点 ( , ( )),( , ( ))a f a b f b 可以作多种曲线 )(xg ，获得多种不同结论。 同时从函数的个数与导

数的阶数推广了柯西定理：设一组在 ],[ ba 上的连续函数 ( ), ( )if x F x ，在 ),( ba 内可导数。若
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。 若 [ , ]jx a b ， s tx x ，

, , 1,2, , 1j s t n  ，则存在 ba   ，使得 ( ) ( )
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   ，其中行列式 1 2| ( , , , , ) | 0nD      ，

1 2 1( ( ), ( ), , ( ))Ti i i i nF x F x F x   ，   (1,1, ,1)T ， 1 1 1| ( , , , , , , , ) |i i i i nD          ，

1 2 1( ( ), ( ), , ( ))Ti nf x f x f x   ， 1,2, ,i n  ， 1 1 2| ( , , , , ) |n nD       。
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1 引入

在《数学分析》与《高等数学》中
[1][2]

，微分中值

定理是微分学的基本、重要定理，是较难、抽象的内

容，常常需要利用构造法获得结论。为了让学生更好

学习、理解这部分内容，本文利用罗尔定理获得一个

构造法，由此推导微分中值定理，并且推广柯西中值

定理
[3-5]

。

定理 1 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在

),( ba 上可导，且 )()( agaf  ， )()( bgbf  ，则

存在 ， ba   ，使得

( ) ( )f g   (1)

证明 （构造法）设 ( ) ( ) ( )G x f x g x  ，

],[ bax )(xG 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导数。

由题意可得

( ) ( ) ( ) 0G a f a g a   ，

( ) ( ) ( ) 0G b f b g b  

由罗尔定理可得，存在  ， ba   ，使得

( ) 0G   即 ( ) ( )f g   证毕。

定理 1表明：两个可导函数 )(),( xgxf 形成的曲

线，如果他们有二个不同的交点，那么他们差构成的

函数 ( ) ( ) ( )G x f x g x  ，存在水平的切线，可能有

极大（小）值，二条曲线经过二点 ( , ( )),( , ( ))f g   

的切线平行。经过二点 ( , ( )),( , ( ))a f a b f b 作与曲线

)(xfy  相 交 的 直 线 ：

( ) ( )( ) ( ) ( )f b f ag x x a f a
b a


  


可以证明拉个

朗日中值定理。
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推论（柯西中值定理）设函数 )(),( xFxf 在 ],[ ba
上连续，在 ),( ba 内可导，对于 ],[ bax ， ( ) 0F x  ，

则
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， ba  

证明 由于 ],[ bax ， ( ) 0F x  ，利用拉格朗日

中值定理，有

( ) ( ) ( )( ) 0F b F a F b a   
经 过 二 点 ( , ( )),( , ( ))a f a b f b 作 函 数 ：

( ) ( )g x pF x q  即

( ) ( )f a pF a q  ， ( ) ( )f b pF b q 
由此可得
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函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 上可

导，满足定理 1的条件，存在 ， ba   ，使得

( ) ( )f g  
( ) ( ) ( )
( ) ( )
f b f a F
F b F a

 


由此可得结论 证毕。

2 柯西定理的推广形式

定 理 2 设 一 组 在 ],[ ba 上 的 连 续 函 数

( ), ( )if x F x ， ni ,,2,1  ，在 ),( ba 内可导数，若
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证 明 构 造 函 数 ：

qxFxFxpFxg n  )()()()( 21  ，满足条件：

qaFaFapFaf n  )()()()( 21  ，

qbFbFbpFbf n  )()()()( 21 
由此可得
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将 qp, 代入所设表达式中。 满足定理 1的条件，

存在 ， ba   ，使得(3)式成立证毕。

推理 设一组在 ],[ ba 上的连续函数 ( ), ( )if x F x ，

2,1i ， 在 ),( ba 内 可 导 数 ， 若

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0F b F b F a F a  ，则存在 ba   ，

使得
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定 理 3 设 一 组 在 ],[ ba 上 的 连 续 函 数

( ), ( )if x F x ， 在 ),( ba 内 可 导 数 ， 若
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证明 构造函数：
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由此可得
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将 qp, 代入所设表达式中。 满足定理 1 的条件，

存在 ， ba   ，使得(4)式成立 证毕。

定理 4 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上连续，在

),( ba 内 n 阶 可 导 ， 且 )()( ii xgxf  ，

1,2, , 1i n  ， 1 2 1na x x x b     则存

在 ， ba   ，使得
( ) ( )( ) ( )n nf g  (5)

证 明 )(),( xgxf 在 ],[ 1ii xx 上 连 续 ， 在

),( 1ii xx 上可导，且

iii cxgxf  )()( ， 1,2, , 1i n  ，

因而 )(),( xgxf 满足定理 1 的条件。 存在 it ，

1 iii xtx ，使得

( ) ( )i if t g t  ， ni ,,2,1 
(6)

令 ( ) ( ) ( )iH x f x g x   ， 1[ , ]i ix t t  。 在

],[ 1ii tt 上可导，利用(6)式，可得

1( ) ( ) 0i i i iH t H t   ， 1,,2,1  ni  ，

因而 ( )iH x 满足定理 1的条件。 由此可得，存在

iu ， 1 iii tut ，使得

( ) 0i iH u  ， 即 ( ) ( )i if u g u  ，

1,,2,1  ni 
像这样利用一次定理 1，函数的导数次数增加一次，

利用 n次定理 1 可得，存在 ， ba   ，使得(5)

式成立 证毕。

定 理 5 设 一 组 在 ],[ ba 上 的 连 续 函 数

( ), ( )if x F x ， ni ,,2,1  ，在 ),( ba 内n阶可导。

若 [ , ]jx a b ， s tx x ， , , 1,2, , 1j s t n  ，则

存在 ba   ，使得
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其 中 行 列 式 1 2| ( , , , , ) | 0nD      ，

1 2 1( ( ), ( ), , ( ))Ti i i i nF x F x F x   ， 
(1,1, ,1)T ，

1 1 1| ( , , , , , , , ) |i i i i nD          ，

1 2 1( ( ), ( ), , ( ))Ti nf x f x f x   ，

1,2, ,i n  ， 1 1 2| ( , , , , ) |n nD      
证 明 作 函 数 ：

1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )n n ng x u F x u F x u F x u      满

足

1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )i i i n n i nf x u F x u F x u F x u     
， 1,2, , 1i n  (8)

根据《线性代数》中的克兰姆法则，当系数行列

式 0D  时，线性方程组(8)有唯一解：

i
i

Du
D

 ， 1,2, , 1i n  。

由此可导，
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根据(8)式，函数 )(),( xgxf 有 1n  个点的函数

值相同，即 )()( ii xgxf  利用定理 4，存在  ，

ba   ，使得(7)式成立 证毕。

小结：定理 1 表明：有些导数问题可以根据所证

( )f  的表达式，构造原函数 ( )g x ，经过曲线

)(xfy  上的二点 ( , ( )),( , ( ))a f a b f b 可以作多种

曲线 )(xg ，获得多种不同结论。 定理 2、3推广了柯

西定理中函数的个数，由两个函数推广到 1n  个函数；

定理 5 推广了柯西定理中函数的个数，并且推广了导

数的阶数，将一阶推广到n阶数。 事实上n个函数可

以产生多种线性组合和非线性组合，获得多种微分中

值公式。
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